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RESUMEN

Se presentan modelos matematicos del proceso oceanico basico de difusion. La ecuacion de
difusidn es resuelta en forma analitica y numérica, mediante el algoritmo FTCS. Se establecen las
condiciones de estabilidad numérica y se comparan las simulaciones variando los parametros del
modelo.

ABSTRACT

Mathematical models of the basic oceanic process of diffusion are presented. The diffusion
equation is solved both analytically and numerically, through the FTCS algorithm. Numerical
stability conditions are established and simulations are compared varying model parameters.

1. INTRODUCCION
Justificacion

Los modelos numéricos que describen los procesos basicos, estan basados en un sistema de
ecuaciones hidro-termodinamico, que incorpora la Ley de Conservacion del Momento, Masa y
Energia. Estas ecuaciones pueden derivarse en un sistema de coordenadas cartesianas o
esféricas.

La ecuacién para la Conservacion del Momento puede escribirse como una ecuacion de la
velocidad. Esta ecuacién de la velocidad es funcién de la densidad de la energia acoplada al
término de la presion, por lo que se deben resolver las dos ecuaciones simultdneamente. El
conjunto de estas ecuaciones se denomina ecuaciones de Navier-Stockes. Por diversas razones
analiticas y practicas, estas ecuaciones generalmente no se resuelven en forma total sino
mediante numerosas pequefias aproximaciones cuya forma exacta depende de la naturaleza del
problema en estudio.

En numerosos modelos de simulacidon oceanografica (POM, ROMS, OPA) se utiliza el
mecanismo de acoplar diferentes esquemas simples. Por tal motivo, es importante conocer el
comportamiento de cada proceso oceanico basico, para comprender el comportamiento de las
soluciones de las ecuaciones integradas.

Objetivos

Los objetivos del presente trabajo son:

i) Elaborar modelos de simulacién de procesos oceanicos simples, como la difusion turbulenta.
ii) Comparar las soluciones de los modelos usando técnicas analiticas y numéricas para la
simulacién del proceso.

iii) Analizar las condiciones de estabilidad numérica bajo las cuales los modelos reproducen
adecuadamente el proceso.

iv) Realizar un analisis de sensibilidad de los principales parametros del modelo.

v) Realizar una simulacién con condiciones iniciales con datos reales

2. MATERIALES Y METODOS

El proceso oceanico basico que se trata de simular es el de la difusién turbulenta. La ecuacion de
Navier-Stokes para este problema es (Quartepelle 1993):
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Donde:

K es el coeficiente de difusién
H = u(-x,r) es la vanable de estado (temperatura, salinidad, etc.).

En forma esquematica estas ecuaciones en una dimension son de la forma:

op
—_— i =V
Donde: ot (p)

p. es elvector de las cantidades que se conservan:

densidad de masa
p =| momento de densidad

energia de la densidad

F(p) es |a funcion vectorial de los correspondientes flujos:

flujo de masa
F(p)= flujo de momentos
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3. RESULTADOS Y DISCUSION

Simulacién mediante un modelo analitico

Para comparar la solucion analitica y numérica se definird como condicién inicial el sembrado de
una sustancia con una concentracién igual a 1 en el punto central de un canal de longitud 1.
Partiendo de la ecuacion de difusion:



con |a condicidn inicial:
u(x,0)= 1h, si=(N-1)/2

0 N en otros casos

La solucién analitica es:

u(x,t)=exp(—x"/4 t)f(?.\f_fzt)

Con esta funcién se simula el proceso de difusién en el tiempo. La Fig. 1 muestra la
distribucion espacial de la concentracion de la sustancia en diferentes instantes de tiempo:t =
0.006, t= 0.02, t= 0.01 y t= 0.05. La Fig. 2 muestra que conforme aumenta la distribucion
espacial se va haciendo de leptocurtica a mas platicurtica . Se puede observar también, que para
valores de pequefios, los puntos cercanos al origen son los que contribuyen significativamente.

Figura 1:

Figura 2:

Simulacion de la difusidon de una sustancia en diferentes instantes de tiempo.
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simulacién de la distribucion espacial de la sustancia en tres dimensiones.



Simulacién mediante un modelo numeérico

Una alternativa a la solucion analitica de la ecuacion de difusion, es la integracion numérica. La
discretizacion de la ecuacidn inicial se va a realizar mediante el esquema explicito denominado
FTCS, que tiene primer orden de aproximacion en el tiempo y segundo orden en el espacio, y que
es el mas comunmente utilizado en diversos esquemas de simulacién.

Uy = My + (1-2 ,u)uv- + 84,

Donde -K‘M
v

La condicidon de estabilidad CFL (Von Neumann) para este algoritmo es (Kowalik y Murty 1993):



o< %u’n‘c:ﬁ;f:i <1 (2)

De esta expresion, es inmediato conduir que para Af y Ax fijos, el aumento del coeficiente de
difusion serd |a causa de inestabilidad del algoritmo. El término trigonomético en esta

expresion juega un papel similar, pero no tan fuerte, pues depende de la longitud de onda de la
sefial. Una longitud de onda corta por ejemplo L =2h convierte al argumento de la funcién

trigonométrica en S 2= /2 porlo tanto sin (F2/2)=1. Puesto que las ondas de longitud
de onda grandes se relaciona con los valores mas pequefios de la fundién trigonomética, se
conduye de (2) que una pequena onda es una posible reqion de inestabilidad.

En condusién, ademas de los requenmientos numéncos, |a fisica del proceso también puede
causar inestabilidad del esquema.

Se consideran las siguientes condiciones para la discretizacion:
N=4q1; h=1/40=dx

Con la eleccidon de b, para que el algofitmo sea estable, el tamafio de df queda restringido

porla condicién de Von Neumann, esto es:

dt £112(dx)* =3.125x10™ =0.0003125

evidentemente una restriccion muy severa.

La simulacidn del proceso de difusion mejoré al reducir el paso de tiempo dt.
Cuando dt = 0.0003125, valor maximo permitido, luego de 19 iteraciones, se observan errore
numéricos (Fig. 3 a).
Cuando dt = 0.0003, un valor muy cercano al maximo permitido, luego de 20 iteraciones para t =
0.006 se observa una reduccidn de los errores numéricos (Fig. 3 b).
Cuando dt = 0.0002, un valor moderadamente menor que el maximo tedrico, luego de 30
iteraciones para t = 0.006, los errores numéricos son eliminados
(Fig. 4a).
Cuando t = 0.00006, un valor significativamente menor que el maximo teorico, luego de 100
iteraciones para t = 0.006, se obtiene una simulacion similar al modelo analitico (Fig. 4b).

Figura 3: Simulacién de la difusién mediante el modelo numérico para a) = 0.0003125y b) =
0.0003.
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Figura 4: Simulacién de la difusién mediante el modelo numérico para =0.0002 y =0.00006.
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Simulacion con condiciones iniciales con datos reales

Se considerd como condicidn inicial datos reales de la distribucion latitudinal de la temperatura
desde los 3944'80” S - 10°56'10” S (Mordn y Sarmiento 2000).
Como condicion de frontera, se considera en el extremo ecuatorial el valor de la mayor
temperatura, en el primer instante, y en los tiempos posteriores se toma el primer valor
adyacente calculado, u(x2), mientras que en el extremo polar se toma el penultimo valor

ulx . o, .
adyacente calculado S . Esto permite que el valor de la condicién de frontera sea variable en
el tiempo.

Se considera como coeficiente de difusion turbulenta un valor 1,500 m2./seg-1. (Carbonel 1983).

Se establece &% =9,250m ¢sto es el intervalo [555000’999000]queda dividido en 49 segmentos, y

4t = 3600seg., esto es una hora como intervalo de tiempo. Con estos parametros, el coeficiente CFL
sera 0.0631, que evidentemente satisface la condicidon de estabilidad de Von Neumann.

Se realizd la simulacion de la difusidon a diferentes instantes de tiempo. A 36 horas se observa una
suavizacion de las temperaturas iniciales, y a 3,600 horas se observa una homogenizacién de las
temperaturas, por difusion turbulenta (Fig. 5).

Figura 5: Condicién inicial con datos reales y simulacion con el modelo numérico de difusion a 36
horas y a 3,600 horas
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Cuando se viola la condicién de estabilidad del algoritmo, que es | < 2, se observa
amplificacion de los errores numeéricos (Fig. 6). En la eleccidén del valor para el paso de tiempo (
dt) debe considerarse el esfuerzo de procesamiento computacional. Para cada paso de tiempo dt,
se deben efectuar 5,000 iteraciones y como hay 40 puntos, se deben calcular los valores
en 200,000 puntos.

Figura 6: Simulacién de la difusién violando la condicion de estabilidad
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4. CONCLUSIONES

El proceso de difusion es simulado eficientemente mediante técnicas numeéricas, tales como el
algoritmo FTCS.
El valor de At tiene que elegirse, siempre menor que el maximo permitido por la condicion de
estabilidad de Von Neumann. En la eleccidon del tamario de At, debe considerarse también el
esfuerzo computacional que demanda dicha eleccion.
El coeficiente de difusion turbulenta influye en la sensibilidad de las simulaciones, por lo que se
sugiere realizar experimentos de campo para su estimacion.
El modelo simulé la difusion turbulenta del gradiente latitudinal de las temperaturas,
observandose una suavizacion de las temperaturas iniciales a 36 horas y una homogenizacién de
las temperaturas a las 3,600 horas.
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7. ANEXOS
Anexo 1. Datos de temperatura (Morén y Sarmiento 2000) para las condiciones iniciales del
modelo de difusién turbulenta. X = distancia al Ecuador, T = temperatura superficial del mar.

K(m) T(°C) K(m) T(°C) X(m) T(°C)
556000 2490 708000 2571 851000 2345
564250 2559 712250 2529 860250 2329
573800 2518 721800 2561 869500 2120
582750 2490 7A0750 2475 878750 2340
592000 2487 790000 2544 883000 2128
601250 2502 749250 2500 897250 2291
610800 2530 783800 2620 905500 2430
619750 2561 767750 2489 915750 2339
620000 2506 777000 2380 925000 23820
633250 2550 786250 2347 934250 2368
647500 2483 795800 2629 943800 2395
685750 2482 804750 2324 982750 2420
660000 2535 814000 2340 962000 2400
675250 2520 823250 2313 971250 2511
624800 2554 832800 2377 980800 2072
6aB750 2585 8750 2302 989750 2220
999000 2359

Anexo 2. Programa computacional en MATLAB para el modelo de difusiéon turbulenta con
condiciones iniciales reales.



%En este problema, |3 condicion de frontera se ha hecho variar:
%de lasiguiente manera: inicialmente, t=0 y t= N, se toma en el ecuador
%elvalorde |atemperatura que se da en ese punto, para los
%demas instantes se hace que u.(1) = u(2) y¥ u(N) = u (N-1)
Wtay = couficiente de difesio= P00 { =0.0521), s¢ puede lomar ooms
%hood. tambidn 000, 500y se tendean 1 = 00821 wODI2I0 respedamante
WA la matnz que conlene los dstos reales
1=0.0631;
N=49;
%Condiciones inicales
hold on
K=1;
I=11N
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